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TÓMÁCS TIBOR 
A b s t r a c t . (Avarage order of the terms of a recursive sequence) For a fixed positive 
integer k > 2 let the sequence Gk{n) of natural numbers be defined by Gfc(O) = 0 and 
Gk{n) = n — Gk(Gk(- • • ( G k ( n — 1)) . . . ) ) , ( n > 1) with k i térations of Gk on 
the right-hand side. Dénoté by a i = Ct, a?2, Ct3, . . . , Ctk the roots of the characteristic 
polynomial f ( x ) = Xk — — 1 of the generalized Fibonacci sequence bn. It is 
known tha t these roots are distinct and tha t there is a positive root among them with 
the greatest modulus, thus we can suppose tha t OL > |Oí2 [ ^ l^ß l ^ ' ' ' ^ l^ FC | > 0 
(see e. g. [l]). In [2] P. Kiss proved that for any positive integer n, large enough, and 
k > 2 we have j j G k(i) = v l N + *>2<*2 + v3^3 + ) + 0 ( 1 ) , where 
N — a n d V\, V2l are constants depending only on k. In this paper we generalize 
this result. 
Legyen k > 2 rögzített egész szám. Definiáljuk a természetes számok 
egy Gfc(n), n = 0,1, 2 , . . . sorozatát a Gk{0) = 0 kezdő elemmel és a 
Gk(n) = n - Gk(Gk{. . . {Gk(n - l ) ) . . .)) 
rekurzív formulával n > 0 esetre, ahol a jobb oldalon G^-nak k-szoros iterá-
ciója van. Belátható, hogy a sorozat minden tagja jól definiált természetes 
szám (lásd Zay B. [4]). 
Legyen 
_ í n, ha n = 1, 2 , . . . , k, 
n
 ~ \ 6n_i + bn__k, ha n > k 
a Fibonacci sorozat fc-adrendű általánosított sorozata. Egy m pozitív egész 
esetén tekintsük azt a legnagyobb egész számot, melyre bH < m teljesül. 
Legyen mi = m — bH. Ha m\ ^ 0, válasszuk a legnagyobb i2 egész számot, 
melyre b{2 < m j . Legyen m2 = mi — b{2. Ha m2 / 0, folytassuk az eljárást. 
Ez az algoritmus véges sok lépésben befejeződik. így minden pozitív egész 
szám egyértelműen felírható bn sorozatbeli elemek összegeként 
(1) 
j 
m = y^ albl 
i = 1 
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alakban, ahol a; = 1 vagy 0. Jelöljük ezt röviden 
m = CLjCij-1 ... öi 
módon. Definiáljuk a Tk(m) sorozatot Tk(0) = Tk{ 1) = 0 kezdő értékkel és 
a 
j 
(2) Tk(m) = djüj-i ... a2 - y^ albi^í (m > 1) 
i-2 
formulával, ahol az a t számok m-nek (l)-ben difiniáit előállításában szereplő 
együtthatói. 
A Gk(n) és Tfc(rc) sorozatok szoros kapcsolatban vannak egymással, 
D. S. Meek és G. H. J. Van Rees [3]-ban bizonyították, hogy 
(3) Gk{n) = Tk(n - 1) + 1 (n > 1). 
Jelöljük a i — a , oí2, 0!3, . . . , «fc-val a bn sorozat karakterisztikus poH-
nomjának — a.z xk — xk~l — 1 polinomnak — a gyökeit. Ismert, hogy van 
a gyökök között egy legnagyobb abszolút értékű pozitív valós gyök, ezért 
feltehetjük, hogy 
(4) a > \o>21 > |a 3 | > > \ak\ > 0, 
ahol a > 1 valós szám (lásd K. Dilcher [1]). 
Kiss Péter [2]-ben a Gk{n) sorozat tagjainak átlagát vizsgálta, és bizo-
nyította, hogy elég nagy n egészek esetén 
1 N 
( 5 ) N ^ G k { l ) = + + v * a * + ° K ) + ^ t 1 ) ' 
i=1 
ahol TV = 6n+i és a csak k-tói függő valós konstansok. 
Ezen dolgozat célja megmutatni, hogy nemcsak N = bn+1 alakú egészek 
esetén igaz az (5) formula. 
A következő tételeket bizonyítjuk: 
1. Tétel. Legyenek k > 2 és t rögzített pozitív egészek. Ekkor elég 
nagy pozitív n egészek esetén 
1 N 1 
J E (0 = + »2*? + «3«? + 0(1) + O K ) ) — - , 
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ahol N = bn+1 + t és a v3 c s a k k-tói függő konstansok. 
2. Tétel. Legyenek k > 2 és t > k rögzített egészek. Ekkor elég nagy 
pozitív n egészek esetén 
^ E = + ® í « í + » X + 0 ( 1 ) + O K ) ) - ^ p - , 
Í = 1 
ahol N = 1 + bn-t+ii és a v[,v'2, v'3 csak k-tói és /-tői függő konstansok. 
Megjegyzés . Az 1. tételben a Vi,v2,v3 konstansok megegyeznek az 
(5)-ben található konstansokkal. 
N 
1. TÉTEL BIZONYÍTÁSA. Vizsgáljuk a E Gk(i) összeget. Bontsuk fel 
két tagra az alábbi módon. 
N 1 N 
(6) = + E 
î=1 i—1 í=6n + i+l 
Az első összeg [2] szerint 
(7) 
bn+1 
E G k ( i ) = r ^ 2 n + r 2 a n a £ + r z a n c % + U a 2 2 n + 
+ r5aln + rQa2a^ + 0(an) + 0 ( a n < ) 
alakban írható fel, ahol r; (i = 1, 2, 3,4, 5, 6) fc-tól függő konstansok. (3)-
ból 
N 
E Gk{i) = Tk(bn+l ) + 1 + Tk(bn+1 + 1) + 1 H + - 1) + 1 = 
z=6„
 + 1+l 
N-I 6n + i+í-l 
= N~bn+l+ e rfc(o = í+ E 
következik. Elég nagy n esetén teljesül, hogy í < ön-fc+2, ezért TV < 6n + 2-
így definiciója miatt minden ón+i < i < bn+1 + t — 1 egész esetén 
Tjfc(i) = bn + - bn+1). Ebből következik, hogy 
N t - l 
Z = f>n + 1+1 t=0 
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Ebben az összegben az n-tői független tagok összegét jelöljük fk}t-vel. Tehát 
í - i 
i=0 
Ismert, hogy a bn sorozat tagjai felírhatok 
(8) bn = Clan + c2a% + - • • + cka% 
alakban, ahol cz ( « = 1 , 2 , . . . , k) csak k-tói függő komplex konstansok (K. 
Dücher [1]). 
Ezért 
N 
Y , Gk(i) = f.k,t + + c2«2 + • • • + ckank). 
i=bn + i +1 
Az a > 1 valós szám, másrészt (4) miatt 
fk,t + t(ciön + c2aJ + • • • + CfcűJ) < /Man + ícian + tc2an2 + • • • + tckank < 
< {fk,t+tci +íc2 + ••• + tck)an. 
Ebből következik, hogy 
N 
(9) Y = 
Í = bn + 1+1 
(6), (7) és (9)-ből adódik, hogy 
N 
Y G*M = r ' a 2 n + r2«n«2n + ^ a n a S + r4a2n + 
+ r 5 a
2 n
 + r6a?a% + 0(an) + 0{ana^): 
továbbá (8)-ból 
(11) N = bn+l + t = Slan -f s2a% + • • ' + skank + t = Slan + O(aJ) + t, 
ahol s; = (i = 1 , 2 , . . . , fc). Felhasználva ( l l ) -e t 
, ÍV £ < ? * ( » ) EGk(i) EGk(i) J^ V^ / \ _ t = l _ 1 = 1 I j-1  
ÍV "
 5 l a
n
 + O ( a J ) + t ~
 Sian ^ + (1 + o( 1)) 
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adódik, amiből (10) alapján kapjuk az 
N 
~ e = U a n + + p * a 3 + ^ { ~ y + ^ <**+ 
i=1 ^ 
(12 ) 
+ P 6 ( ^ ) " + 0 K ) + 0 ( 1 ) ) _ L _ 
becslést, ahol Pi = ^ (a = 1 , 2 , . . . , A;). De 
P l a
n
 = ( 5 l a n + s 2 a j + • • • + Äfcajf + *) — ~ ~«2<*?-ői Si 
P l P l n P l , 
s3a3 skak 1. 
s i Si Si 
Mivel s i a n + s 2 a £ + • • • + ska% + t = N, továbbá (4) miatt 
P1 rí Pl n Pl n
 n / nN 5 4 a 4 5 5 a 5 = ü \ a A ) , S1 5i Si 
és 
- - < = 0 ( 1 ) , 
így Ui := f}-, d2 := -7752, d3 := jelöléssel 
(13) =
 VliV + d2an2 + d 3 a j + O K ) + 0 (1) 
adódik.Tudjuk még, hogy 
(14) p , ( ^ ) " + P5 ^ + P6 ( ^ ) " + O K ) =
 0 ( a j ) . 
Ezért (12), (13) és (14) alapján 
1 N 1 
ü E = + ^ + 1*0$ + 0(1) + O K ) ) — - , 
i = l ^ ' 
ami a tételünket bizonyítja. A bizonyítás során a konstansok értékét nem 
befolyásolta í, így valóban igaz a megjegyzés állítása is. 
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ahol 
2. TÉTEL BIZONYÍTÁSA, ( l ) , (2), (3) és (7) a lapján 
N bn + i-l í>n_t+1 —1 
X)Gfc(0= E Tk{i) + N + bn-t+1bn+ £ Tfc(t) = 
i = i í = I i = i 
- xia2n + x2ana£ + x3ana% + x4c^n + x^a2n + 
+ x&a2a3 + Ö ( a n ) + 0 ( a n a í ) + ÍV + 6 n 6 n _ í + 1 , 
( l + ^ ) ( i = 1 , 2 , 3 ) , «4 = ^ ( 1 + ^ ) , X í. 1 
= ( 1 + -4 r ) és z6 = r6 ( l + , , I v,^. — I ö I j. I , 
a|V V «2 «3 
A továbbiakban 
M n - t + i = ( c i a n + C2a» + • • • + Cfca£) f + + • • • + n r « * ) 
= zxa2n + + + z4a
2n
 + z,a2n + z6a?a% + 0 (an<) 
felhasználásával, ahol 
5? _ S1S2 SiS2 SiS3 SiS3 
z\ —
 t , , j z2 — —j- H — , z3 — j- H  aí+1 ' aal ata2 ' aa\ ala3 
_ s\ _ _ S2S3 S2S3 
— Í-L1 ? z5 — * _L 1 1 z6 — i \ 5 "0 f i i 5 O t ' t 
a2 ö 3 a2Cíl a 2 a 3 
a tétel hasonlóan bizonyítható, mint az előző. 
M e g j e g y z é s . Kiszámolva v\ és v[ konstansokat 
V-I — 
4 (1 + 
továbbá 
cia1_4fc _4A; (yK cqa2 \ _,ka2k- 1 1 Vl = + Ö 
adódik. Belátható behelyettesítéssel, hogy k = 2 és k = 3 esetén v\ = v[. A 
sejtés az, hogy ez minden k > 2 esetén teljesül, vagyis a 2. tételben definiált 
iV-re is igaz az (5) formula. 
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Az 1. tétel bizonyításából látható, hogy = • Ezért v\ = v[ akkor 
és csak akkor teljesül, ha (\a — 2rx. Visszaírva ri-et vx-be kapjuk, hogy a 
sejtés ekvivalens a V\ = ^ állítással. 
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